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Resume 

Nous montrons deux resultats de descente fidelement plate de presentation finie dans le cadre des n-champs 
d'Artin. Tout d'abord, un champ pour la topologie etale et qui est un n-champ d'Artin au sens de [31] IHAGH) 
est aussi un champ pour la topologie fppf. De plus, un n-champ pour la topologie fppf et qui possede un 
n-atlas fppf est un n-champ d'Artin (i.e. possede aussi un n-atlas lisse). Nous deduisons de ces deux resultats 
un theoreme de comparaison entre cohomologies etale et fppf (a coefficients dans des schemas en groupes non 
necessairement lisses ou encore non-abeliennes). Ce travail est ecrit dans le contexte des champs derives de 
[HAGIIl ITolj . et ces resultats valient done aussi pour des n-champs d'Artin derives. 

Introduction 

L'objectif de ce travail est de demontrer l'equivalence de deux notions, a priori differentes, de n-champs algebriquetQ. 

\ Comme cela est explique dans [HAGIIi §1.3], il existe une notion generale de champs (n-) geometriques, qui depend 
du choix d'un couple (r, P), forme d'une topologie de Grothendieck r sur le site des schemas affines, et d'une classe 
de morphismes P entre schemas affines, et satisfaisant a certaines conditions de compatibilite. Par definition, 
les champs geometriques pour le coupe (r, P) sont obtenus en recollant des schemas affines le long de relations 

, d'equivalences iterees de type P. Si r = et est la topologie etale, et P = et la classe des morphismes etales, la notion 
de champs geometriques correspondante est celle de champs algebriques de Deligne-Mumford, ou plus precisement 

\ son extension au cadre des champs superieurs. Si r = et est la topologie etale et P = li est la classe des morphismes 
lisses, alors la notion de champs geometriques correspond a celle de champs algebriques d'Artin (au sens de [51] 
et de [HAGIII §2.1]). Dans ce travail nous nous interesserons au cas du couple {fppf, pi), forme de la topologie 
fidelement plate et de presentation finie (notee fppf), et de la classe pi des morphismes plats de presentation finie. 
Notre resultat principal affirme que les champs geometriques pour le couple (fppf, pi) sont exactement les champs 
geometriques pour le couple (et,li), e'est a dire les champs algebriques d'Artin. 

Theoreme 0.1 Le foncteur champ associe pour la topologie fppf induit une equivalence de la categorie des champs 
geometriques pour le couple (et,li) avec celle des champs geometriques pour le couple (fppf , pi). 

1 Par la suite, l'expression champs fera toujours reference a la notion de champs superieurs. Les champs en groupo'ides seront alors 
appeles des 1- champs. 



1 



De maniere equivalente, le theoreme precedent peut aussi s'enoncer en deux assertions, l'une concernant la 
pleine fidelite et l'autre l'essentielle surjectivite: 

1. Un champ geometrique pour le couple (et,li) est un champ pour la topologie fppf. 

2. Un champ pour la topologie fppf, qui possede un atlas plat et localement de presentation finie, possede un 
atlas lisse. 

La premiere assertion affirme que la cohomologie non-abelienne, pour la topologie etale et a valeurs dans un 
champs algebrique d'Artin, peut aussi se calculer en utilisant la topologie fppf- II s'agit done d'un enonce de 
comparaison entre cohomologie etale et fppf, qui generalise le fait bien connu H l et (X, G) ~ -^/ PP /(^ G), pour A 
un schema et G un schema en groupes abeliens lisse (voir |Gr[ App. 11]). La seconde assertion est une generalisation 
au cadre des champs superieurs d'un theoreme dArtin qui affirme que le 1-champ quotient d'un groupoide plat 
et de presentation finie dans les schemas peut aussi s'ecrire comme le 1-champ quotient d'un groupoide lisse (voir 
par exemple |La-Moj ). Comme nous le verrons, il se trouve que le point (1) est une consequence du point (2) (voir 
notre lemme |2~2|) . Le contenu du theoreme 10.11 est done essentiellemcnt le fait que l'existence d'un atlas plat et 
localement de presentation finie implique l'existence d'un atlas lisse. 

Le theoreme 12.11 possede plusieurs consequences interessantes. L'une est l'existence d'une theorie des n- 
gerbes algebriques, generalisation d'ordre superieur des gerbes algebriques de [La-Mo] . et de l'existence de gerbes 
residuelles (ce qui implique, entre autre, la representabilite des faisceaux d'homotopie). Nous ne presenterons pas 
ces consequences dans ce travail, et nous renvoyons le lecteur a |To3[ §2.2, §2.3], oil il trouvera, de plus, des appli- 
cations aux invariants cohomologiques des n-champs d'Artin. En contre partie, nous avons inclu des applications a 
la comparaison entre cohomologies (non-abeliennes) etales et fppf. Pour G un champ en groupes lisses, nous mon- 
trons que les espaces Hl t {X,G) et Hj pp j(X,G) coincident, generalisant ainsi l'enonce analogue pour des schemas 
en groupes. Travailler avec des champs superieurs nous permet d'introduire la notion de champs en fc-groupes G, 
qui possede des champs classifiants K(G,i) pour tout i < k, ce qui permet ainsi de definir les espaces H l T (X,G) 
pour tout i < k (pour r une des deux topologies et ou fppf) . Lorsqu'un tel G est plat de localement de presentation 
finie le theoreme 10.11 impliq ue que K(G, i) est un champ geometrique, lisse lorsque i > 0. Nous tirons de cela, pour 
tout schema en groupes abeliens plats et localement de presentation finie G, et tout schema X, l'existence d'une 
suite exacte longue 

H l ~ 2 {X,H) ppf {-,G)) *HU(X,G) ^H} ppf (X,G) ^ H^\X,H) ppf {-,G)) > h£\X,G), 

oil Hj pp f(—,G) est le faisceau, pour la topologie etale, associe au prefaisceau U H- Hj pp j:(U,G). Ceci s'exprime 
aussi en disant que Wf*(G) = pour tout i > 1, oil / est le morphisme geometrique de passage de la topologie 
fppf a la topologie etale. Dans le meme genre d'idee, si A est un anneau henselien excellent de corps residuel k, 
et si G est un schema en groupes plat et localement de presentation finie sur A, de fibre speciale Go, alors nous 
montrons que le morphisme de restriction 

H} ppf {SpecA,G) — >• H} ppf (Speck, G ) 

est un isomorphisme pour i > 1, et surjectif pour i = 1. Nous n'avons pas trouve d'enonces dans ce gout dans la 
litterature, et il est possible que ces deux resultats soit nouveaux. 

La strategie de preuve du theoreme 10.11 est tout a fait analogue a celle utilisee dans |La-Moj pour traiter le 
cas des 1-champs. Le point cle est la construction, a partir d'un recouvrement plat et localement de presentation 
finie entre schemas p : X' — > X, d'un recouvrement lisse Y —> X . Le schema Y est le schema des quasi- sections 
quasi-lisses de la projection p, qui classifie les extensions furies plates Z — > X munies d'un morphisme l.c.i. Z — > X' 
au-dessus de A. Le principal apport dc ce travail est de montrcr que cette construction reste raisonnablc lorsque p 
est maintenant un atlas fppf de n-champs, ce qui complique considerablement les details techniques. Cependant, 
les etapes de la preuve que nous donnons suivent essentiellement celles dans le cas des schemas, avec meme une 
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simplification pour demontrer la lissite de Y, due a l'utilisation du langage de la geometrie algebrique derivee (ce 
qui permet de ramener la preuve de la lissite de Y — > X au simple calcul d'un espace cotangent). L'integralite de 
ce travail est d'ailleur ecrit dans le langage des champs derives de 1 1 AG 11 . et notre theoremc 10.11 est done aussi 
valable dans ce contexte. 
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Par ailleurs, cet article a ete redige a cheval entre Toulouse et Montpellier, en grande partie dans le fameux train 
CORAIL TEOZ de 17h45, et je souhaite remercier la SNCF pour avoir su garder des retards tout a fait raisonnables 
durant cette periode. Ces va-et-viens font suite a mon changement d'affectation, de l'Institut de Mathematique de 
Toulouse vers l'Institut de Mathematiques et de Modelisation de Montpellier: je remercie le second pour un acceuil 
tres chaleureux. 



Notation et terminologie: 

• k : un anneau commutatif de base fixe, ou plus generalement un anneau commutatif simplicial (pour les 
lecteurs braves). 

• sk — CAlg : la categorie des fc-algebres simpliciales. 

• dAffk ■= (sk — CAlg) op : la categorie des fc-schemas affines derives. 

• r : une topologie de modeles sur dAffk, ou bien la topologie etale, ou bien la topologie fppf. 

• r-champ derive : un champ sur le site de modeles (dAffk , r) . 

• r-champ non derive (ou tronque) : un champ sur le site Affk des fc-schemas affines (non derives) munie de 
la topologie r induite. 

• dSt T (k) : la categorie des r-champs derives. 

• St T (k) : la categorie des r-champs non derives, vue comme sous-categorie pleine de dSt T (k). 

1 Deux notions de champs derives n-geometriques 

Dans cette section nous rappelons la notion de n-champs geometriques introduite dans [HAGII1 §1.3]. Nous tra- 
vaillerons au-dessus de la categorie de modeles des fc-algebres simpliciales, dont nous ferons varier la topologie 
r ainsi que la classe de morphismes P utilisee pour definir les atlas. Le lecteur trouvera le formalisme general 
des champs geometriques au-dessus d'un HAG contexte dans [HAGIIj . dont les notions presentees ici sont des cas 
particuliers. 



1.1 Changement de topologie et de contextes pour les champs derives 

Nous notons sk — CAlg la categorie des fc-algebres simpliciales commutatives, que nous munissons de sa structure 
de modeles standard (voir par exemple [HAGIH §2.2.1]). Nous notons aussi dAffk := sk — CAlg op la categorie 
opposee, muni de la structure de modeles induite. Soit r une (pre-)topologie de modeles sur dAffk (voir HAGL 
§4.3]). Cette topologie donne lieu a une topologies de Grothcndicck sur Ho(dAf fk) (encore notees r) ainsi qu'a 
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la categorie de modeles des champs sur dAffk qui lui correspond (voir [HAGI, §4.6]) dAff^' T . La categorie 
homotopique des champs derives pour r (nous dirons aussi T-champ derives, ou encore champ derive si la topologic 
t est soit implicite, ou bien si l'enonce ne depend pas de la topologie choisie) est 

dSt T (k) := Ho(dAff~' T ). 

Rappelons que dSt T (k) s'identifie naturellement a la sous-categorie pleine de la categorie homotopique Ho(SPr(dAffk)), 
des prefaisceaux simpliciaux sur dAffk, formee des objets qui d'une part preservent les equivalences, et d'autre 
part possedent la propriete de descente pour les r-hyper-recouvrements (voir (HAGI1 §4.4]). Par la suite nous 
verrons toujours dSt T (k) comme plongee dans Ho(SPr(dAf ft-)). 

La categorie des r-champs derives contient une sous-categorie pleine St T (k) C dSt T (k), formee des r-champs 
non-derives (nous dirons aussi tronques). La categorie St T (k) est equivalente a la categorie homotopique des 
prefaisceaux simpliciaux sur le site des schemas affines (non-derives) Affk, muni de la topologie r restreinte aux fc- 
algebres non-simpliciales. Le foncteur d'inclusion St T (k) » dSt T (k) est alors obtenu par extension de Kan a gauche 
des prefaisceaux simpliciaux le long de l'inclusion naturelle Affk dAffk induite par l'inclusion des fc-algebres 
dans les fc-algebres simpliciales (qui consiste a voir une fc-algebre comme une fc-algebre simpliciale constante). Ce 
foncteur d'inclusion i : St T (k) — ► dSt T (k) possede un adjoint a droite 

to : dSt T (k) — > St T (k), 

qui a un prefaisceaux simplicial sur dAffk associe sa restriction a Af fk- Par la suite, nous identiherons systematiquement 
St T (k) a une sous-categorie pleine de dSt T (k), formee des F tels que le morphisme naturel to(F) — > F soit un 
isomorphisme. Nous renvoyons a [HAGII, §2.1] pour plus de details sur les champs non-derives. 

Soient maintenant une classe de morphismes P dans Ho(dAf fk). Nous supposerons que la topologie r satisfait 
les conditions [HAGII, 1.3.2.2]. Nous supposerons aussi que le couple (r, P) satisfait les conditions [HAGII| 1.3.2.11]. 
Nous ne rappelons pas ces conditions ici, qui afhrment, en gros, que la topologie r est sous-canonique, compatible 
avec les sommes disjointes finies, et que les morphismes de P ont de bonnes proprietes de localite par rapport a 
t. Par la suite nous nous interesserons a deux exemples: r sera la topologie etale et P les morphismes lisses, ou 
encore r sera la topologie fppf et P sera les morphismes plats et de presentation presque finie (dont les definitions 
seront rappelees dans les deux paragraphes suivants). 

La donnee du couple (t,P) permet, comme cela est explique dans [HAGII, Def. 1.3.3.1], de defrnir une notion 
de champs derives (n, P)-geometriques. Les champs derives (n, P)-geometriques forment une sous-categorie pleine 
de dSt T (k), notee dSt™' P (k). On a des inclusions naturelles 

dSt™' p (k) c dSt^ +1 ' F {k) c dSt T (k), 

et la reunion de ces sous-categories sera notee 

dSt^(k) :=U n dSt^ p (k). 

Rappelons la definition, par induction sur n, des categories dSt"' P (k). Pour n = 0, la sous-categorie dSt®' P (k) 
consiste en tous les champs derives afhnes, c'est a dire de la forme RSpecA pour un Aesk-CAl<B. Les conditions 
sur t impliquent que le foncteur 

R Spec : Ho(sk - CAlg)° v — ► dSt T (k) 

est pleinement hdele. Ainsi, dSt® p est naturellement equivalente a la categorie Ho(dAf fk) (et se trouve done etre 
independante du choix de P et de r). Un morphisme entre champs derives / : F — > G est dit 0-geomctrique (ou 
affine), si pour tout X afhne et tout X — > G, le champ derive F Xg X est 0-geometrique. Un tel morphisme est 
de plus dans P si la projection induite X — > F Xg X correspond a un morphisme de P dans Ho(dAf fk). 

2 Les conventions de ce travail different de celles de IHAGII1 . les objets afHnes dans IHAGII| etant (— l)-geometriques. 
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Supposons maintenant n > et que la categorie dSt™~ 1,p (k) soit definie, ainsi que la notion de morphismes 
(n — 1, P)-representables et de morphismes (n — 1, P)-representables dans P. On definit alors la sous-categorie 
dSt™' F (k), ainsi que les notions de morphismes (n, P)-representables et de morphismes (n, P)-representables et 
dans P, de la fagon suivante. 

1. Un champ derive F € dSt T (k) est (n, P)-geometriques'il existe une famille {X{\i d'afhnes, et un epimorphisme 
de champs 

i 

tel que chaque morphisme Xi — > F soit un morphisme (n — 1, P)-geometrique et dans P. Une telle donnee 
pour F sera appelee par la suite un (n, P) -atlas pour F. 

2. Un morphisme de champs derives / : F — > G est (n, P)-representable (nous dirons aussi (n, P)-geometrique) 
si pour tout afhne X, et tout morphisme X — > G, le champ derive F Xg X est (n, P)-geometrique. 

3. Un morphisme de champs derives / : F — > G est (n, P)-representable et dans P s'il est d'une part (n, P)- 
representable, et d'autre part si pour tout X — > G avec X affine, il existe un (n, P)-atlas 

i 

tel que tous les morphismes induits Xi — > X entre champs afhnes soient dans P. 

Supposons maintenant que Ton se donne deux topologies de modeles r et r', et deux classes de morphismes P 
et P', de sorte a ce que les couples (r, P) et (V, P') satisfassent tous deux aux conditions [HAGII, 1.3.2.2,1-3.2.11]. 
Nous supposerons que le couple (r, P) est plus fort que (V, P') au sens suivant. 

1. Tout r-champ derive est un r'-champ derive. 

2. OnaP'c P. 

La condition (1) ci-dessus dit qu'un prefaisceau simplicial F : dAff£ p — > SEns, qui preserve les equivalences 
et qui verifie la condition de descente pour les r-hyper-recouvrements, verifie aussi la condition de descente pour 
les r'-hyper-recouvrements. En identifiant les categories dSt T (k) et dSt T >(k) a des sous-categories pleines de 
Ho(SPr(dAffk)), cette condition est equivalente au fait que dSt T (k) C dSt T >(k). 

Considerons maitcnant le foncteur d'inclusion 

i : dSt T (k) — > dSt T '(k). 

Le foncteur de champs associes pour la topologie r, restreint a dSt T i{k), fournit un adjoint a gauche de ce foncteur 
d'inclusion 

a : dSt T '{k) — > dSt T (k). 

Rappelons de plus que ce foncteur, ou plutot son releve naturel au niveau des categories de modeles, commute 
aux limites homotopiques finies (voir |HAGI[ Prop. 3.4.10]). Cette propriete d'exactitude et la condition P'cP 
impliquent alors facilement (c'est a dire en utilisant les proprietes elementaires des champs geometrique donnees 
dans [HAGII1 §1.3.3]), par induction sur n, que le foncteur a transforme les r'-champs derives (n, P')-geometriques 
en des r-champs derives (n, P)-geometriques. II induit ainsi, pour tout n > 0, un foncteur 

a:dSf^\k) —>dSt? p (k). 
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1.2 Champs derives (n, /z)-geometriques et (n. p/)-geometriques 

Nous specifions dans ce paragraphs deux couples (t, P) et (r', P') comme dans le paragraphs precedent. Le premier 
couple (r, P) sera forme de la topologie fidelement plate de presentation (presque) finie et des morphismes plats de 
presentation (presque) finie, et le second, (r', P'), de la topologie etale et des morphismes lisses. Nous commencerons 
done par rappeler les definitions des morphismes etales, lisses, plats et plats de presentation presque finie entre 
fc-algebres simpliciales commutatives. Soit done / : A — > B un morphisme dans sk — CAlg. On rappelle les notions 
suivantes, qui sont essentiellement tirees de jHAGIIj (sauf la notion (1)), reference dans laquelle le lecteur trouvera 
aussi des definitions equivalentes en termes de complexes cotangents ou d'exactitude de foncteurs de changement 
de bases. 

f . Le morphisme / est de presentation presque finie si le morphisme induit ttq(A) — > ttq(B) est un morphisme 
de presentation finie d'anneaux commutatifs. 

2. Le morphisme / est plat si le morphisme ttq(A) — > n (B) est plat, et si de plus pour tout i > le morphisme 
naturel 

Ki(A) e> Vo {A) MB) ~ ■+ 7Ti(fl) 

est un isomorphisme. 

3. Le morphisme / est lisse s'il est plat et si de plus tto(A) — > ^o(B) est un morphisme lisse (en particulier de 
presentation finie) d'anneaux commutatifs. 

4. Le morphisme / est etale s'il est plat et si de plus iro(A) — > ttq(B) est un morphisme etale (en particulier 
de presentation finie) d'anneaux commutatifs. 

On montre que les morphismes plats, plats de presentation presque finie, lisses et etales sont stables par 
changement de bases (homotopiques) dans Ho(dAf /&) et par composition. Cela se deduit aisement du fait que 
lorsque A — > B est plat, alors pour tout A-module simplicial M le morphisme naturel 

tt*(M) ® no(A) no(B) — ► 7T*(M ®\ B) 

est un isomorphisme. 

Remarque 1.1 Les morphismes lisses et etales dermis ci-dessus sont (homotopiquement) de presentation finie 
dans la categorie de modeles sk — CAlg (voir [HAGII, Def. f .2.3.1]). Cependant les morphismes de presentation 
presque finie ne sont pas de presentation finie en ce sens, ni meme les morphismes plats et de presentation presque 
finie. Par exemple, si k est un corps, toute fc-algebre de type finie est presque de presentation finie et plate au 
sens ci-dessus, mais elle n'est homotopiquement de presentation finie dans sk — CAlg que lorsqu'elle est localement 
d'intersection complete. 

Pour finir, une famillc de morphismes {A — > Ai] dans sk — CAlg est surjective, si le morphisme de schemas 

{SpecTTa(Ai) — > SpecTro(A)} 

est surjectif (i.e. tout ideal premier de tto(A) se releve en un ideal premier d'un des 7To(Aj)). Nous dirons alors 
qu'une telle famille {A — > Ai} est un recouvrement plat et de presentation presque finie, si tous les morphismes 
A — > Ai sont plats et de presentation presque finie, et si de plus la famille {A — > Ai} est surjective. De meme, 
une telle famille est un recouvrement Stale si tous les morphismes A — > Ai sont etales, et si de plus la famille 
{^4 — > Ai} est surjective. On voit sans peine que les recouvrements plats et de presentation presque finie, et 
les recouvrement etale, forment deux topologie de modeles sur dAffk- Ces deux topologies seront respectivement 
appelees les topologies plate et de presentation presque finie, et etale. La topologie plate et de presentation presque 
finie sera symboliquement notee fppf. La topologie etale sera notee et. 
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Nous considerons maintenant pi, la classe des morphismes plats et de presentation presque finie dans dAffk, et 
li celle des morphismes lisses. Les couples (et, li) et (fppf,pl) satisfont aux conditions de jHAGIIl 1.3.2.2,1.3.2.11]. 
De plus, le couple (fppf, pi) est clairement plus fort que le couple (et, li). On dispose done d'un foncteur entre les 
categories de champs derives n-geometriques correspondantes 

(j) n :dSt et — >dSt f '£ pf 

induit par le foncteur de champ associe pour la topologie fppf ■ 

Pour terminer cette section signalons l'aspect local pour la topologie fppf de la lissite. Ce resultat nous sera 
utile par la suite. 

Proposition 1.2 Soit X — ► Y un morphisme dans dAffk- Alors, f est lisse si et seulement s'il existe un 
recouvrement fppf {Xi — > X} tel que les morphismes composes Xi — > Y soient lisses. 

Preuve: Seule la suffisance demande une preuve. Soit X = SpecB, Y — SpecA, et Xi — SpecB{. On 
commence par voir que A — > B est un morphisme plat. En effet, la famille de morphismes d'anneaux non 
simpliciaux {t7q(B) — > 7To(i?i)} est fidelement plate par hypothese, et les morphismes composes ttq(A) — > 7To(-B;) 
sont plats. Cela implique que ttq(A) — > ttq(B) est un morphisme plat. II faut de plus montrer que le morphisme 

/ : tt*(A) ® ma) tt q (B) — y n,(B) 

est bijectif. Mais, par changement de base le long de ttq(B) — > 7To(-Bi) ce morphisme devient 

n*(A) ®7r (A) ko(B) ® Wo (B) i"o(-Bi) ~ ir*(A) ® Wo (a) K (B t ) — > ir Q (B t ). 

Par hypothese ces morphismes sont bijectifs, et comme {tto(B) — > TTo(Bi)} est un recouvrement fidelement plat 
on en deduit que / est bijectif. 

On vient de voir que A — > B est un morphisme plat. II nous reste a montrer que ttq(A) — > no(B) est aussi 
lisse. Pour cela on peut sans perte de generalite supposer que A = iro(A) (et done B ~ ttq(B), Bi ~ %o(Bi)), et 
l'enonce se ramene alors a la localite pour la topologie fppf des morphismes lisses entre anneaux non simpliciaux. 
Ce dernier fait est bien connu (voir par exemple |EGAIV^4l Prop. 17.7.7]), et peut se demontrer de la fagon 
suivante. Soit done un morphisme plat A — > B, et un recouvrement fppf {B — > Bi}, tel que chaque A — > Bi 
soit un morphisme lisse, tout cela pour des anneaux commutatifs non simpliciaux. En particulier A — > Bi est de 
presentation finie, et cela implique par descente fidelement plate que A — > B est un morphisme de presentation 
finie. On pourra done, par l'argument standard, se ramener au cas ou tous les anneaux sont de type fini sur Z, 
et en particulier noetheriens (voir par exemple |EGAIV-"3l Cor. 11.2.6.1]). II reste a montrer que A — > B est 
aussi formellement lisse, ou de maniere equivalente que pour tout corps algebriquement clos K et tout morphisme 
A — > K, la -ftT-algebre Bk '■— B ®a K est lisse. On se ramene ainsi au cas ou A = K est un corps algebriquement 
clos. On dipose ainsi de B une i-C-algebre de type finie, d'un recouvrement fppf {B — > Bi}, tel que chaque Bi 
soit lisse sur K. Pour montrer que B est lisse, il suffit de montrer que B est de dimension homologique finie comme 
B ®k B-modulc (theoreme de Serre), ou de maniere equivalente de Tor-dimension finie. Or, par hypothese cette 
Tor-dimension est localement, pour la topologie fppf, finie sur SpecB, ce qui par descente fppf de la platitude 
implique aussi qu'elle est localement finie pour la topologie de Zariski. Par quasi-compacite on conclut qu'elle est 
finie. □ 



2 Le theoreme de comparaison 

Le resultat principal de ce travail est le theoreme suivant. 
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Theoreme 2.1 Pour tout entier n > 0, le foncteur 

<Pn ■ dbt et > dbt fppf 

est une equivalence de categories. 

Avant d'entrer dans les details de la preuve signalons quelques reductions faciles. 
Lemme 2.2 Soit n > 0. 

1. Le foncteur <j> n est pleinement fidele si tout et-champ derive qui est (n, li)-geometrique est aussi un fppf- 
champ derive. 

2. Si le foncteur 4>n-i est une equivalence alors le foncteur <fi n est pleinement fidele. 

Preuve: (1) Le foncteur <j> n est la restriction du foncteur a, de champ associe pour la topologie fppf, qui possede 
comme adjoint a droite le foncteur d'inclusion dStf pp f(k) C dSt e t{k). Ainsi, <p n est pleinement fidele si pour tout 
F G dSt™f l , le morphisme d'adjonction 

F — ► a(F) 

est un isomorphismc dans dSt et (k). Or, F — > a(.F) est un isomorphisme precisement lorsque F est un fppf -champ 
derive. 

(2) Soit F G dSt n J l . D' apres (1) il nous suffit de montrer que le morphisme d'adjonction / : F — > 4> n (F) est 
un isomorphisme dans dSt et (k). Soient X et Y deux objets afHnes et considerons deux morphismes X, Y — > F. 
Alors, en utilisant que <fin-i est pleinement fidele, on voit que le morphisme induit 

X XpY — > <f> n -x{X x h F Y) ~ X x£ n _ i(F) Y 

est un isomorphisme. Ceci implique que le morphisme / est un monomorphisme (voir [HAGII1 Rem. 1.2.6.2]). II 
nous reste done a montrer que / est aussi un epimorphisme de champs derives pour la topologie etale. Soit X un 
objet afhne, et x : X — > 4> n (F) un morphisme. On doit montrer qu'il existe un recouvrement etale Y — > X et 
un relevement Y — > F du point x, e'est a dire que 

Y >- F 



X 4>n(F) 

commute dans dSt et . Soit U = \\Ui — > F un n-atlas lisse pour F. On considere le morphisme induit 

4> n {u) ~ u — > mf), 

ainsi que 

U X :=Ux h MF) X^X. 

On remarquera que Ux est le produit hbre homotopique de champs derives etales qui sont aussi des champs derives 
fppf, et done est lui meme un champs pour la topologie fppf. Comme 4> n {F) est le fppf -champ associe a F, il 
existe un recouvrement fppf X' — > X et un relevement X' — > F de x. En utilisant que F — > <f> n (F) est un 
monomorphisme, on trouve 

U x ,:=U x x x X'~Ux F X', 

ce qui montre que Ux> est dans dSt™^T ,et . Soit V — \\ V, L — > Ux> un (n — l,/i)-atlas. Le compose V — > Ux 
est un morphisme de /pp/-champs derives qui est (n — 2,p^)-representable, plat de presentation presque finie et 
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surjectif. Ainsi, Ux £ dSt™~h p , et comme <f> n -i est une equivalence on voit que Ux G dSi^f 1 ' 11 . De plus, le 
morphismc [/ — > F etant lisse surjectif, le morphisme induit Ux' — > X' est encore lisse surjectif. Comme le 
morphismc X' — > X est fidelement plat cela implique que Ux — > X est lisse et surjectif. Ainsi, il existe un 
recouvrement etale Y — 5- X et un relevement Y — > Ux de la projection Ux — ► X. En composant avec les 
morphismes Ux — > U — > F, on trouve le relevement du point x cherche. □ 

Ainsi, pour demontrer le theoreme 12.11 nous procederons par induction sur n. Pour n = Penonce est evident 
car les champs derives O-geometriques sont toujours les objets affines, et ce quelques soit le couple (r, P) (toujours 
satisfaisant aux deux memes conditions). On se fixe alors n > 0, et on suppose que 4>i soit une equivalence pour 
tout i < n. Par le lemmc [2~2"l il nous suffit done de demontrer que <f> n est essenticllcment surjectif. La demonstration 
de cette derniere assertion se fera en plusieurs etapes. 

2.1 Le champ derive des extensions finies et strictement finies 

Dans cette section nous definissons des et-champs derives Fin m et Fin ^ r , classifiant les schemas derives affines et 
de longueur finie fixee to. L'objet Fin ^ r est une version rigidifiee de Fin m , de sorte que Fin jJ soit affine et qu'il 
existe un morphisme naturel Fin s m r — > EilL m Q u i s °it un G^ m -torseur. Cela implique en particulier que Fin m est 
un ei-champ derive (1, ^)-geometrique. 

Pour commencer, nous dirons qu'un morphisme A — > B dans sk — CAlg est fini et plat si le A-module B 
est projectif de type fini au sens de [HAGIIl §1.2.4]. Rappelons que cela signifie que B est isomorphe, dans 
Ho(sB — Mod) (la categorie homotopique des -B-modules simpliciaux) , a un retracte d'un A- module de la forme 
A m , pour un certain entier to. En particulier, si K est un corps et A — > K un morphisme, Bx '■= B <£>\ K est 
isomorphe, dans Ho(sK — Mod) a un X-espace vectoriel de dimension finie. Nous dirons alors que A — > B, plat 
fini, est de rang m si pour tout corps K et tout morphisme A — > K on a dimxiB ®\ K) = m. 

Par definition, Fin m est le foncteur qui associe a A G sk — CAlg le nerf de la categorie des equivalences entre 
A-algebres plates, finies et de rang m. La construction precise de ce foncteur utilise, par exemple, la notion generale 
de prefaisceaux de Quillen (voir [HAGII, App. B], ou aussi la fin du §2.3 de |Tol| ). Concretement le foncteur 

Fin m : sk — CAlg — > SEns 

se construit de la fagon suivante. Pour A E sk — CAlg on considere sA — CAlg^ %n ' m,co ' , la categorie dont les objets 
sont les cofibrations de fc-algebres simpliciales A — > B, avec B plat et fini, de rang to. Les morphismes dans 
sA — CAlgf vn ' m ' co f sont les diagrammes commutatifs 



B *■ B' 




-4, 

avec / une equivalence faible. Si Ton a A — > A' , un morphisme dans sk — CAlg, on dispose d'un foncteur de 
changement de bases 

A' ® A - : sA - CAlg fm ' m ' cof — 4 a A' - CAlgf in ' m ' cof . 

La construction A n- sA — CAlgf m ' m,c °f definit de cette fagon un pseudo-foncteur sk — CAlg — > Cat, que l'on 
rcctific, a equivalence pres, par la construction de Grothendieck usuelle (voir par exemple }HAGII| App. B]), afin 
d'obtenir un vrai foncteur sk — CAlg — > Cat. Compose avec le foncteur nerf Cat — > SEns, on obtient le foncteur 
cherche 

Fin m : sk — CAlg — > SEns. 



9 



La valeur de ce foncteur sur un objet A £ sk — CAlg est le nerf d'une categorie qui est naturellement equivalente 
a sA — CAlgf m ' m co f , et l'on dispose ainsi d'isomorphismes fonctoriels dans Ho(SEns) 

Fin J A) ~ N(sA - CAlg fm ' mcof ). 

On montre que le prefaisceau simplicial Fin m est un champ derive pour la topologie fpqc, et en particulier pour 
les topologies etales et fppf (voir par exemple HAGJI, Thm. 1.3.7.2] pour les grandes etapes de la preuve). 

L'oubli de la structure multiplicative fournit, pour tout A G sk — CAlg, un foncteur sA — CAlgf m ' m ' co f — > 
sA — Modf m ' m ' co f , oil sA — Mod^ m ' m ' co ^ est la categorie des j4-modules simpliciaux cofibrants, projectifs et de 
rang m. Cet oubli permet de construire un morphisme de ei-champs derives 

Fin m — > Vect m ~ BGl m , 

oil Vect m est le champ des fibres vectoriels de rang n (voir |HAGII| Def. 1.3.7.5]). La fibre homotopique de ce 
morphisme, prise au fibre vectoriel trivial sera notee Fin s r f l r . 

Proposition 2.3 Le et-champ derive Fin ^ r est O-geometrique (i.e. affine), et le et-champ derive Fin m est (l,li)- 
geometrique. 

Preuve: Pour demontrer cette proposition nous utiliserons le lemme de representabilite suivant (voir [HAGII1 
App. C] et [Luj pour des versions plus generales). 

Lemme 2.4 Soit F un et-champ derive. On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites. 

1. Le et-champ tronque to(F) est affine. 

2. Le morphisme diagonal F — > F x h F est O-representable. 

3. F est nilcomplet: pour tout objet A € sk — CAlg, de tour de Postnikov 

A > >-...A< k ^<fc-l 9 ^A< =7T (A) 

le morphisme naturel 

F(A) — > Hohm k F(A< k ) 

est une equivalence. 

4- F est inf-cartesien: pour tout A £ sk — CAlg, tout A-module connexe M G sA — Mod (i.e. ttq(M) — 0), et 
toute k- derivation d : A — > A © M (voir \HA GIR % 1.2.1]), le carre homotopiquement cartesien suivant 

A® d Q*M >■ A 

(idfi) 

A ^A®M 

a 

induit un carre homotopiquement cartesien 

F(A ® d n„M) ^ F(A) 

F(A) ^ F(A © M). 

Alors F est affine. 
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Preuve du lemme: Tout d'abord, les conditions (2) et (4) impliquent que F possede une theorie de l'obstruction 
au sens de |HAGII1 §1.4.2] (voir [HAGII1 Prop. 1.4.2.7]). On choisit Ao, une fc-algebre commutative et un isomor- 
phismc RSpecAo — > to(F). En composant avec l'inclusion naturelle to(F) — > F on trouve un morphisme 

u : R Spec A — > F. 

Ce morphisme induisant un isomorphisme sur les tronques, on voit facilement que son complexe cotangent L Uo G 
Ho(sAq — Mod) est 1-connexe (i.e. 7To(L Uo ) = 7Ti(L tl0 ) = 0). Nous allons construire par induction un diagramme 
commutatif 

RSpec A "° ; F 




oil Ak est fc-tronquee, le morphisme Ak+i — > Ak induit un isomorphisme sur les iTi pour i < k + 1, et de sorte a 
ce que h Uk soit (k + l)-connexe. On dispose done d'un morphisme naturel de troncation h Uk — > Kk+2 (^u k ) + 2] 
(ou (— )[m] designe le foncteur de suspension itere m-fois). Supposons que Ton ait construit Ak € sk — CAlg, et 
un morphisme Uk ■ M.SpecAk — > F comme ci-dessus. On pose Mk+i := iTk+2 QUi* ) , qui est un 7ro(j4fe)-module. Le 
morphisme naturel L^ fc — > L. Ufc induit done un morphisme l>A k — * Mk+i[k + 2], et done une extension de carre 
nul Ak+i — > Ak, extension de Ak par le A^-module simplicial f2*Affc[fc + 2] ~ Mk[k+ 1] (voir HAGlTJ §1.2.1]). Par 
construction de Ak+i, l'obstruction a etendre le morphisme RSpecAk — > F le long de M.SpecAk+i — > RSpecAk 
s'annule de maniere naturelle et il existe done une extension bien definie (voir |HAG11[ Prop. 1.4.2.5]) 

u k+ i ■ R Spec A k+ i — > F. 

Cette extension est telle que L Ufc+1 est de plus (k + 2)-connexe. Ceci finit de montrer l'existence de la tour des 
morphismes Uk comme ci-dessus. 

On pose alors A := holinikAk- D'apres la condition (3), le systemes des Uk definit un morphisme u : RSpec A — > 
F. Par construction ce morphisme induit un isomorphisme sur les tronques RSpec ttq (A) ~ to(F), mais aussi un 
isomorphisme sur les complexes cotangents (i.e. L u ~ 0). On deduit de cela et de (3) — (4), en utilisant les invariants 
de Postnikov (voir |HAGII[ §2.2.1]) que le morphisme u induit, pour tout B € sk — CAlg, une equivalence 

(R Spec A)(B) = Map(A, B) — > F(B). 

On a done bien F ~ RSpec A. □ 



Nous allons maintenant appliquer le lemme l2~4l au cas oil F — Fin ^ r . Soit A une fc-algebre commutative non 
simpliciale. On commence par remarquer que le foncteur 7r induit un foncteur adjoint a gauche de la categorie 
sA — CAlgf m,m ' c °f vers le groupo'ide des A-modules projectifs de type fini. De cela on deduit aisement que le 
champ tronque to(sA — C 'Algf" i,m ' c °f) est le champ usuel des schema plats, finis et de longueur m. On deduit 
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de cela aussi que tn iFin 8 ^) n'est autre que le faisceaux des structures de fc-algebres commutatives sur le module 
k m , dont l'ensemble des valeurs sur une fc-algebre non simpliciale A est l'ensemble des structures de A-algebres 
commuatives sur le A- module A rn . Ce foncteur est clairement representable par un schema affinc. Pour pouvoir 
appliquer le lemme |2~£1 il nous faut done demontrer que les conditions (2), (3) et (4) sont satisfaites pour Fin ^ . 
Comme Firi ^ r est la fibre homotopique du morphisme Fin m — > Vect m , et que le champ derive Vect m verifie ces 
conditions (car il est (1, H)-geometrique), il nous suffit de montrer que Fin m verifie les conditions (2), (3) et (4) 
du lemme [2^41 

(2) Montrer que le diagonale du et-champ derive Fin m est O-representable est equivalent au fait suivant: soient 
A G sk — CAlg, et B, B' deux A-algebres simpliciales, cofibrantes et libres de rang m comme A-modules. Alors 
le ei-champ derive Eq{B 1 B') sur WSpecA, qui envoie une A-algebre commutative A' sur l'ensemble simplicial 
Eq(B (8>a A',B' <S>a A'), des equivalences de A'-algebres commutatives, est afhne. Pour cela on considere le et- 
champ derive Hom (B, B'), de tous les morphismes entre B et B' , et on commence par remarquer qu'il est affine. En 
ecrivant B comme une colimite homotopique de ^4-algebres simpliciales libres on se ramene au cas ou B est une A- 
algebre commutative libre sur un ensemble I (car les schemas derives affines sont stables par limites homotopiques). 
Dans ce cas on a 

Ham (B, B') ~ ^L Spec Sym A {®i{B'Y), 

ou {B'Y est le A-module simplicial dual de B. On remarque ensuite que Eq(B,B') est un ouvert Zariski de 
Hom (B, B'). Dc plus, cet ouvert entre dans un carre homotopiquement cartesien 

Eq{B, B') ^ Hom iB. B') 

Gl m M m , 

ou M m est le schema affine des matrices m x m, et le morphisme Hom (B, B') — > M m est obtenu en choisissant 
des isomorphismes dans Ho(sA — Mod) de B et B' avec A m . Ceci termine la preuve que la diagonale de F est 
0- representable. 

(3) En utilisant le point (2), et le fait qu'un champ derive affinc verifie les conditions (3) et (4), on remarque 
que le morphisme naturel 

F{A) — -> Holim k F(A< k ) 

est un monomorphisme (i.e. est injectif sur les tt et un isomorphisme sur tous les 7Tj pour i > 0). II reste done a 
voir que ce morphisme est surjectif sur les composantes connexes. II est facile de voir qu'il existe une bijection entre 
Tr (HolimkF(A<k)), et l'ensemble des classes d'isomorphismes d'objets dans HolirrikHo(sA<k — CAlgf m ' m ' co f). 
Ainsi, un element de ir (HolimkF(A<k)) se represente par un systeme d'objets B/~ £ sA<k — C Algf in ' m ' c ° s ', et des 
equivalences B^+i ®A <k+1 A<k — > Bk, de A<fc-algebres simpliciales commutatives. A un tel systeme on associe 

B := Holim k B k e Ho(sA - CAlg). 

II n'est pas difficile de voir que B est fini de rang m comme J5-module simplicial, et qu'un remplacement cofibrant 
de B fournit un antecedent, a homotopie pres, du systeme {Bk} par le morphisme F(A) — > H olinikF '(A<k) ■ 

(4) Tout comme pour le point (3), le morphisme en question est un monomorphisme. Pour montrer qu'il est 
aussi surjectif sur les composantes connexes on utilise le lemme |To2[ Lem. 4.2] (ou plus precisement sa version pour 
des sous-categories de modeles stables par equivalence). Nous laissons le lecteur verifier que le carre de foncteur 
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de Quillcn 

s(A (B d 0*M) - CAlg sA - CAlg 

(id,0) 

sA - CAlg ^ s(A © M) - CAlg 

induit un carre homotopiquement cartesien 

N(s(A © d fl*M) - CAlgf in > m < c °f) >■ N(sA - C , Alg fin ' m ' c °f) 

(id,0) 

N(sA - CAlgf in - m ' c °f) N(s(A © M) - C Algf m ^ m - C °f). 

Ceci termine la verification que le champ derive Fin m verifie les conditions du lemme 12.41 et done la preuve de 
la proposition 12.31 □ 

Le complexe cotangent du champ Fin m peut se decrire de la fagon suivante. II s'agit du fait, bien connu, 
que les deformations infinitesimales d'une A-algebre commutative projective et de rang finie sont decrites par la 
cohomologie d'Andre-Quillen. 

Proposition 2.5 Soit A € sk — CAlg, et u : RSpecA — > Fin m un morphisme de champs derives correspondant 
a une A-algebre commutative B projective et de rang m comme A-module. Notons 

B v :=RHom sA _ Mod (B,A) 

le A-module dual de B, muni de sa structure de B-module naturelle. Alors, il existe un isomorphisme naturel dans 
Ho(Sp(sA - Mod)) 

Preuve: Soit ^ u Fin ml le champ derive des lacets de base u dans Fin m . Comme nous l'avons deja vu lors de la 
preuve de la proposition II .21 le champ derive Q^ Fin ^ est un ouvert du champ Hom(B,B), des endomorphismes 
de B comme A-algebre simpliciale. On a ainsi 

Wra m [1] — Lii„ fiti m ,u — ^ Hom (B,B),id- 

II est facile de voir, par definition du complexe cotangent et du champ derive Hom (B, B), qu'il existe des isomor- 
phismes fonctoriel en M G Ho(sA — M od) 

[^ Hom (B,B),id, M] Ho ( S A- M od) — \^B/A , M ® A B] Ho ( sB _]\ Io d) 

— [^B/A,^-Hom sA _ Mod (B v , M)] Ho ( sB _ Mod ) ~ 

Ho(sA-Mod), 

ce qui implique l'enonce de la proposition. □ 
2.2 Restriction des scalaires le long d'un morphisme fini 

Soit p : G — > H un morphisme de ei-champs derives, et considerons les categories de champs au-dessus de G et 
de H 

dSt et (k/F) := Ho(dAffp et /G) dSt et (k/F') := Ho(dAf f^ et / H). 
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Le changement de bases le long du morphisme p induit un foncteur 

p* : dSt et (k/H) — ► dSt et (k/G) 
qui envoie un objet (F — > H) sur (F x'^ G — >• G). Ce foncteur possede un adjoint a droite 

p* : dSt Et (k/G) — > dSt et (k/H), 
qui a un objet F->G associe le ei-champ derive des morphismes au-dessus de H 

P4F) :=M a p /H (G,F), 

oil Map j H designe le Horn interne de la categorie dSt et (k/H) (voir |HAGI1 §3.6] pour l'existence des Horn internes). 
Le foncteur p* s'appelle la restriction des scalaires le long du morphisme p. 

L'adjonction (p*,p*) peut aussi se realiser par une adjonction de Quillen de la fagon suivante. On represente 
p, a equivalence pres, par une fibration p : G — > H entre objets fibrants de dAff£' et . On remarque alors que le 
foncteur de changement de base 

- x H G : dAffp et /H — > dAff~' et /G 

est de Quillen a gauche. L'adjonction induite sur les categories homotopiques correspondantes est l'adjonction 
decrite ci-dessus (p* , p*). 

L'enonce suivant est un cas particulier d'un critere de representabilite pour la restriction des scalaires le long 
de morphismes propres et plats (demontre par exemple dans |Lu| ) (se restreindre aux morphismes finis simplifie 
sensiblement la preuve). 

Proposition 2.6 Soit p : G — > H un morphisme entre et-champs derives. On suppose que p est Q-geometrique, 
plat et fini: pour tout X — RSpecA — > H , on a Gx^I ~ RSpecB avec B une A-algebre commutative projective 
et finie. Alors le foncteur 

p* : dSt et {k/G) -^dSt et (k/H) 
preserve les champs derives (n,li)-representables, pour tout n > 0. 

Preuve: Tout d'abord, [HAGII, Prop. 1.3.3.4] implique que notre assertion est locale pour la topologie etale 
sur H et l'on peut done supposer que G et H sont tous deux affines, et que le morphisme 

p : G = R Spec B — > H = R Spec A 

correspond a une A-algebre commutative B, libre et de rang fini comme A-module. Les categories dSt et (k/G) et 
dSt et (k/H) sont alors respectivement equivalentes a dSt et (B) et dSt et (A), des champs pour la topologie etales sur 
dAf fs ■= {sB — CAlg) op et dAffA '■= {sA — CAlg) op . Le foncteur p* est alors donne par la formule 

p*(F)(A') := F(A' ®\ B) V A' e sA - CAlg. 

La preuve precede, comme il se doit, par induction sur n. Commengons par traiter le cas n = 0. Soit 
F = RSpecB' , affine au-dessus de RSpecB. On a 

p*(F)(A') := F(A' ®\ B) ~ RHom sB _ CAlg (B' , A' ®\ B). 

Pour montrer que p*{F) est affine, nous utiliserons le resultat de representabilite des foncteurs definis sur des 
categories de modeles combinatoires |To-Vel Prop. 1.9]. II nous suffit done de montrer les deux assertions suivantes. 

1. Le foncteur p*(F) commute avec les limites homotopiques dans sA ~ CAlg. 
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2. Le foncteur p*(F) commute avec les colimites A-filtrantes pour A un cardinal suffisemment grand. 

Le point (1) se deduit du fait que B est libre de rang fini comme ^-module. En effet, il suffit de voir que 
A' i-> A' (£>\ B commute aux limites homotopiques. Comme le foncteur d'oubli sB — CAlg — > sB — Mod reflete 
les limites homotopiques il suffit de voir que le foncteur 

-®\B: Ho(sA - Mod) — > Ho(sB - Mod) 

commute aux limites homotopiques. Mais, comme B ~ A m comme ^-module, ce dernier foncteur est isomorphe a 
M i — ^ M m , et commute done aux limites homotopiques. 

Le point (2) se deduit du fait que la categorie de modeles sB — CAlg est combinatoire. Dans une telle categorie 
de modeles tout objet x est homotopiquement A-petit pour un cardinal A (i.e. Map(x, — ) commute aux colimites 
homotopiques A-filtrantes, voir |Du] ) . 

Cela termine la preuve de la proposition 12.51 pour le cas n = 0. Supposons maintenant qu'elle soit demontree 
pour n et montrons qu'elle reste vraie au rang n + 1. Soit F € dSt et {A) un ei-champ derive (n+ 1, /i)-geometrique. 
Soit {Ui} des affines et 

i 

un (n+1, Zz)-atlas. Nous allons montrer, par recurrence sur n, que le morphisme induit 

i 

est un (n + 1, Zi)-atlas. Nous supposerons done que preserve les (m, /i)-atlas pour m > n. 

Nous avons deja vu que chacun des p*(Ui) etait affine (cas n = 0). Commengons par voir que le morphisme g 
est un epimorphisme de champs derives pour la topologie etale, et plus generalement que le foncteur preserve 
les epimorphismes pour la topologie etale. Pour voir cela, soit G — > G 1 un epimorphisme dans dSt et (B), et 
soit x E p*(G')(A') pour A' e sA - CAlg. Comme p*(G'){A') ~ G'(A' ®^ B), il existe un recouvrement etale 
A' <S>\ B — > C tel que x se releve, a homotopie pres, a G(C). Or, comme B est finie et plat sur A, on sait qu'il 
existe un recouvrement etale A' — > C', et un diagramme commutatif dans Ho(sk — CAlg) 



A' gft B 




(pour demontrer l'existence d'un tel C on utilise [HAGII, Cor. 2.2.2.9] pour ramener l'enonce au cas des k- 
algebres commutatives non simpliciales, et on utilise qu'une algebre finie sur un anneau local henselien strict et un 
produit d'anneaux locaux henseliens stricts). Cela montre que x se releve, a homotopie pres, a un element dans 
G{C" ®\ B) ~ p,(G)(C), ce qu'il fallait montrer. 

Comme le morphisme g est un epimorphisme, le champ derive p*(F) est equivalent au quotient homotopique 
du groupoide de Segal nerf de g 



p*(F) ~ Hocolim 



M^y<( F )Vx MF) v...x h MF) v 

\ ' ' 7 

\ n~fois / 



(voir [HAGII1 §1.3.4]). Ainsi, pour voir que p*(F) est (n + 1, H)-geometrique il suffit de voir que ce nerf est un 
groupoide de Segal (n, H)-geometrique et lisse, e'est a dire la projection 
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est un morphisme (n, H)-representable et lisse. Commc lc morphisme commute aux limites homotopiques (car 
c'est un foncteur derive a droite d'un foncteur de Quillen a droite) on a 

V ~ X MF)V '^]Jp4Ui x h F Uj), 

et par induction on voit que la projection V ,™ V — > V est (n, /i)-representable. Pour terminer la preuve de 
la proposition il nous reste a montrer que cette projection est lisse, c'est a dire que pour tout i,j la projection 

p*(Ui x h F Uj) —+p*(Ui) 

est lisse. Pour cela nous utiliserons le critere infinitesimal de lissite [HAGII, Prop. 2.2.5.1]. Tout d'abord, le fait 
que p*(Ui x F Uj) — > P*(U%) soit localement de presentation flnie se deduit par induction sur n et par le fait que 
preserve les objets affines et de presentation finic. 

Soit done A 1 6 sA — CAlg, M un ^'-module connexe et d : A' — > A' © M une A-derivation. Notons, 
B' := A' ®\ B, M B ■= M ®\ B, ainsi que 

(1b ■ B' — > B' © M B 

la B-derivation induite par changement de base le long de A — > B. Soit A' (Bd^*M l'extension de carre nul associee 
a d, et considerons le morphisme 

p*{Ui x h F Uj)(A' ® d 0*M) — > p.(Ui)(A' ® d fi„Af) Xp, m (A>) P*(Ui x h F Uj)(A'). 

II s'agit de montrer que ce morphisme est surjectif a homotopie pres. Tout d'abord, comme B est plat sur A on a 

(A' ® d Q*M) ®\B~B' ® dB n*{M B ). 

Ainsi, par adjonction le morphisme ci-dessus s'ecrit aussi 

(Ui x h F Uj)(B' ®d B Sl*M B ) — ► U^B 1 ® dB Q*Mb) x^ (b , } {U t x h F U 3 ){B'). 

Or ce morphisme est surjectif sur les composantes connexes car Ui x F Uj — > Ui est un morphisme (n,li)- 
representable et lisse (voir [HAGII1 Prop. 2.2.5.1]). Ceci termine la preuve de la proposition 12.51 □ 

2.3 Quasi-sections 

Dans ce paragraphe nous introduisons le et-champ derive QSectf, des quasi-sections d'un morphisme fixe / : 
F' — > F dans dSt et (k). Les quasi-sections sont des sections a extension finie pres: le champ QSectf classific les 
diagrammes commutatifs 

X' *~F 

f 

X >■ F 

avec X' — > X un morphisme O-representable, plat et fini. La definition precise du champ derive QSectf va occuper 
toute la premiere partie de ce paragraphe. Nous etudierons ensuite la representabilite de QSectf en fonction de 
celle de p, ce qui est une fagon de combiner les resultats 12.31 et T2.5I Nous introduirons aussi un certain sous-champ 
ouvert des quasi-sections quasi-lisses. 
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Nous commencerons par le ei-champ derive des carres commutatifs, note Car , et defini de la fagon suivante. 
On note □ la categorie classifiant les carres commutatifs 

□ := A 1 x A 1 , 

ou A 1 est la categorie avec deux objets et 1, et un unique morphisme — > 1 

A 1 = (0->l) D = (04l)x(04l). 

Pour A G sk — CAlg, on considere la categorie de modeles dAf f^ et , ainsi que la categorie des diagrammes 
(dAff2' et ) n - On definit Car (A) comme etant le nerf de la categorie des equivalences dans (dAff2' e ) 

Car(A) := N(w(dAf f^ et ) a )- 

Lorsque A —> B est un morphisme dans sk — CAlg, on dispose d'un foncteur d'oubli dAf Jb — > dAffA, qui induit 
un foncteur de restriction (dAf /^' et ) D — > (dAf fg' et ) a . Ce foncteur de restriction preserve les equivalences et 
induit done un morphisme d'ensembles simpliciaux Car (A) — > Car (B). L'association A i-> Car (A) definit de 
cette fagon un prefaisceau simplicial Car sur dAf fk- On verifie que Car est un et-champ derive (en utilisant par 
exemple les techniques presentees a la fin du §2.3 de |Tol| ). 

Dc la memo fagon, on definit Mor, le et-champ derive des morphismes, qui envoie A sur le nerf des equivalences 
dans (dAff2' et ) A . 

Fixons maintenant / : F' — > F un morphisme dans dSt et (k), que nous prenons soins de relever en un morphisme 
dans dAff£ ,et (quitte a prendre des remplacements fibrants et cofibrants). L'inclusion en l'objet 1 

{1} x id : A 1 □ = A 1 x A 1 

induit un morphisme de restriction 

Car — > Mor . 

Ce morphisme envoie un carre commutatif 

a — *~ f' 



G >F 

sur le morphisme F — > F. Le morphisme / definit un point global * — > Mor , et on pose 

Le et-champ derive Car est le champ des carres commutatifs dont le morphisme but est fixe egal a /. 

On considere un sous-champ Car ' m C Car : pour A € sk — CAlg, Car m (A) est la reunion des composantcs 
connexes de Car (A) formee des diagrammes commutatifs dans dSt et (A) 

C >■ F' 



G ^F 

avec G ~ RSpecA et G' — > WSpecA plat et fini de rang m (e'est un sous-champ car etre affine est une condition 
locale, ainsi qu'etre plat et fini). On considere alors le carre homotopiquement cartesien suivant 

Q Sect j m ^ Car i f 



CarL s- Car . 
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Definition 2.7 Soit f : F' — > F comme ci-dessus. Le et-champ derive des quasi-sections de / de rang m est 
QSect. m £ dSt et (k) defini ci-dessus. 



Notons qu'il existe une projection naturelle QSect 



F, qui a un diagramme 




avec G ~ RSpecA, associe le A-point x de F correspondant (nous laissons au lecteur le soin de dcfinir cettc 
projection de maniere rigoureuse). 



On combine maintenant les deux resultats de representabilite Prop. 12.31 et [2761 en l'enonce suivant 



Proposition 2.8 Si f : F' 



F est un morphisme (n,li)-representable dans dSt e t{k), avec n > 0. Alors la 



projection QSect ^ m — > F est (n,li)-geometrique. 



Preuve: On dispose d'un morphisme QSect 



Fin m , qui a un diagramme commutatif 



F' 



RSpecA- 



F 



associe le champ affine G', de la forme RSpecB, pour B une A-algebre plate et nnie de rang m (nous laissons le soin 
au lecteur de revenir sur les definition de QSect m et Fin m afin de definir proprement ce morphisme QSect m — ¥ 

Fin m dans dSt et {k)). Si l'on se fixe A — s> B plate et finie de rang m, on dispose d'un carre homotopiquement 
cartesien 

Map m g „ cc A {RSpecB, F' x h F RSpecA) QSect f 



RSpecA. 



-/>"» 



Fin™ x /l F. 



La proposition 12. 61 et l'hypothese de representabilite sur /, implique que Map^ RSpecA (M.SpecB,F' Xp RSpecA) 

est (n, /i)-representable au-dessus de RSpecA. Ceci montre que le morphisme QSect m —> Fin m x h F est 
(n, Zi)-geometrique. Comme Fin m est (1, Zi)-geometrique (prop. 12 -3|) il s'en suit que QSect m — > F est (n,li)- 
representable (on utilise ici n > 0). □ 

Nous aurons besoin d'un resultat un peu plus fin. Considerons le carre homotopiquement cartesien suivant 



QSect 



■f,m 



. QSect 



Fint 



Fin„ 



Definition 2.9 Soit f : F — > F comme ci-dessus. Le ei-champ derive des quasi-sections strictes de / de rang 
m est QSect S j T m € dSt et (k) defini ci-dessus. 
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Proposition 2.10 Si f : F' — > F est un morphisme (n,li)-representable dans dSt et (k). Alors la projection 
naturelle QSect*.'^ — > F est (n,li)-geometrique. 

Preuve: Au cours de la preuve de la proposition 12.81 nous avons vu que le morphisme QSect — > Fm m x' 1 F 
etait (n, /i)-representable (ce point n'utilisait pas l'hypothese n > 0). II s'en suit par changement de bases que 
QSect S j tr m — > Fin^ r x h F est (n, H)-representable. Comme Fin ^ r est affine, on trouve que QSect s * r m — > F est 

(n, Zi)-geometrique. □ 

Pour terminer nous allons considerer un certain sous-champ QSect s * r ^ 1 C QSect s ^ n , formee des quasi-sections 

quasi-lisses. Nous continuons avec un morphisme / : F' — > F que nous supposons (n, H)-representable. Soit 
A G sk — CAlg, et soit q : RSpecA — > QSect s * r m un morphisme correspondant a un carre commutatif 

RSpecB _JL>. pi 



R Spec A >■ p 

Nous dirons que la quasi-section q est quasi-lisse (on pourrait aussi dire l.c.i.) si le complexe cotangent L. u du 
morphisme u est parfait et d'amplitude contenue dans [— 1, oo[ (on rappelle que L u est la cofibre homotopique 
du morphisme Lf.« — > Lg)- Nous noterons QSect s * r ^ 1 le sous-prefaisceau simplicial de QSect s * r m forme des 

quasi-sections qui sont quasi-lisses: pour A € sk — CAlg, l'ensemble simplicial QSect^ 1 "^ 1 {A) est la reunion des 

composantes connexes de QSect s ^ r m {A) qui consistent est des carres comme ci-dessus avec u quasi-lisse. 

Proposition 2.11 Soit f : F' — > F un morphisme (n, li)-representable plat et presque de presentation finie. Le 
morphisme d'inclusion 

QSectf' ql — > QSectf 

— f,m — f,m 

est une immerison de Zariski ouverte. 

Preuve: Un morphisme A — > B dans sk — CAlg est dit quasi-lisse s'il est homotopiquement de presentation 
finie et si de plus son complexe cotangent I^b/a es t homotopiquement de presentation finie dans sB — Mod (on 
dit aussi parfait, tout au moins lorsque Ton considere I^b/a comme un B-module stable, voir HAGIl] §1.2.11]), 
et d'amplitude contenue dans [—1,0]. Reppelons que cette derniere condition signifie que pour tout i3-module 
connexe et simplement connexe M on a [L^/^A/] = 0. En utilisant [HAGII, Prop. 2.2.2.4] on voit qu'un tcl 
morphisme est quasi-lisse si et seulement si tto(B) est une 7To(A)-algebre de presentation finie et si de plus I^b/a 
est parfait et d'amplitude contenue dans [—1,0]. On remarque que la notion de quasi- lissite est locale pour la 
topologie etale sur dAffk, et s'etend done de maniere usuelle en une notion de morphismes entre et-champs derives 
(n, Zi)-geometriques (voir par exemple [HAGII1 §1.3.6]). 

Pour demontrer la proposition on considere un carre commutatif 

Y = RSpecB u > p' 



X = RSpecA. 



F, 



avec B une A-algebre simpliciale plate et finie (de rang m). II nous faut montrer que le lieu dans X au-dessus du 
quel le morphisme u est quasi-lisse est un ouvert U C X. Comme ceci est une assertion locale pour la topologie 
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etale sur X, et que localement sur X et le morphisme u se factorise par un (n,Zt)-atlas de F' Xp X, on se ramene 
au cas ou F ^ X (et v = id) et F 1 — RSpecC est afHne. On dipose done d'un diagramme commutatif d'affincs 

Y = RSpecB Z = RSpecC 




X = R Spec A, 

avec B plate et finie sur A et C une A-algebre simpliciale plate et presque de presentation finie. On considere 
U C X le sous-objet de X qui pour A' G sk — CAlg consiste en tous les morphismes A — > A' tels que le morphisme 
induit 

C ®\ A' — > B ®\ A' 

soit quasi-lisse. On doit montrer que U est un ouvert Zariski de X . Pour cela, on utilise le lemme suivant. 

Lemme 2.12 Soit A G sk — CAlg et M G Ho(sA — Mod). Alors M est parfait d'amplitude contenue dans [a, 0] 
si et seulement si M ®\ ttq (A) est parfait et d'amplitude contenue dans [a, 0] en tant que ttq(A) -module simplicial. 

Preuve: Le necessite se deduit du fait qu'etre parfait d'amplitude donnee est une propriete stable par changemcnt 
de bases. Pour la suffisance on procede par recurence sur l'amplitude. Pour a — c'est l'enonce |HAGIII Lem. 
2.2.2.2]. Dire que M <S>\itq(A) est parfait d'amplitude contenue dans [a, 0] equivaut a dire qu'il existe un morphisme 

p:MA) n — >M®\iz Q {A) 

dont la cofibre homotopique est parfaite et d'amplitude contenue dans [a, —1]. Le morphisme p se releve de fagon 
unique en un morphisme 

p' : A n — ► M 

dont la cofibre est un A- module simplicial N tel que N ®\ ttq(A) est parfait et d'amplitude contenue dans 
[a, — 1]. Par recurrence N est done parfait et d'amplitude contenue dans [a, — 1]. La suite exacte de cofibra- 
tions A n M N implique done que M est parfait et d'amplitude contenue dans [a, 0]. □ 

Revenons a notre diagramme commutatif 

Y = RSpecB Z = RSpecC 




X = RSpec A. 

Le lemme precedent implique que u est quasi-lisse si et seulement si L„ ®^ iro(B) est parfait d'amplitude dans 
[—1,0]. Comme B et C sont plates sur A on a 

7T (B) ~ B ®\ TT A 7T (C) ~ C ®A 7T A, 

et done 

L„ ®s 7r (B) ~ Lw (tt), 

ou 7To(m) : 7To(C) — ^ fto(B) est le morphisme induit. Comme les topologies de Zariski de A et de tto(A) coincident 
on voit qu'il suffit de montrer que le lieu dans le schema Speciro(A), au-dessus du quel ttq(u) est quasi-lisse, est 
un ouvert Zariksi. En d'autres termes, nous avons ramene le probleme au cas ou A, B et C sont des /c-algebres 
commutatives non-simpliciales. En utilisant qu'un morphisme de presentation entre schemas affincs est quasi-lisse 
si et seulement s'il est Lei., on voit que l'enonce devient alors le fait bien connu suivant, dans le cadre des schemas 
affines (non-derives) . 
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Lemme 2.13 Soit 

Y = Spec B >- Z = Spec C 

p 

X = Spec A, 

un diagramme commutatif de schemas affines, avec p plat et fini, et q plat et de presentation finie. Soit x G X 
un point tel que le morphisme induit sur les fibres Y x — > Z x soit de locale intersection complete. Alors, u est de 
locale intersection complete au-dessus d'un voisinage Zariski de p{x) G X . 

Preuve: Comme tout est de presentation finie au-dessus de A on se ramene, par un argument standard, au cas 
ou tous anneaux en jeu sont noetheriens (voir |EGAIV-l3l Cor. 11.2.6.1]). Comme p est fini, et done propre, il suffit 
de montrcr que si x G X est tel que u x : Y x — > Z x soit l.c.L, il existe un voisinage ouvert V de Y x dans Y tel que 
u soit l.c.i. sur V . Le morphisme u x etant l.c.L, on peut trouver, localement sur Y x , une factorisation 

V'x • Y x — s- Z x x A m >- Z x 

avec j une immersion fermee reguliere. L'immersion j se releve un un morphisme i : Y — > Z x A m qui factorise u. 
Soit (/i, . . . , f r ) des generateurs de l'ideal definissant Y dans Z x A™ 1 , et formons la dg-algebre de Koszul associee 
K(f). On dipose d'une augmentation naturelle K(f) — > B, que Ton considere comme un morphisme de complexes 
coherents bornes sur Z x A m . Par hypothese ce morphisme de complexe est un quasi- isomorphisme de complexes 
lorsqu'il est restreint a Y x , et reste done un quasi- isomorphisme sur un voisinage ouvert de Y x dans Y. Mais ceci 
implique que u est l.c.i. sur un voisinage ouvert de Y x . □ 

Cela termine la preuve de la proposition 12.101 □ 




2.4 Preuve du theoreme 

Nous sommes maintenant en mesure de donner une preuve du theoreme 12.11 Pour cela, nous supposons que (j) n 
est une equivalence de categorie, pour un n > 0. Pour montrer que 4>n+i est aussi une equivalence il suffit, d'apres 
12.21 de montrer que 4> n +i est essentiellement surjectif. 

Soit done F G dSt^^ 1 (k) . On sait que le morphisme diagonal F — > F x h F est (n,pZ)-representable, et done 
aussi (n, ^)-representable par recurrence. Soit {Ui} une famille d'affmes et 

P = Y[p t :U := XI C^i — ^ F 

i i 

un (n + l,p^)-atlas. Pour tout i, et tout entier m, on dispose du ei-champ derive QSect s * r m des quasi-sections 
strictes de de rang m du morphsme pi. On note Vi tTn C QSect B J r m le sous-champ des quasi-sections quasi- lisses. 
D'apres la proposition 11.21 le morphisme Vi, m — > F est (n + 1, /i)-representable, car Zariski ouvert dans un et- 
champ derive (n, /«)-representable au-dessus de F (le seul cas ou il est necessaire de passer denan+1 est lorsquc 
n = 0, l'ouvert Vi jm n'etant pas forcement affine). On considere le morphisme de projection 

I : I{: Vi, m — »• F. 

Pour terminer la preuve du theoreme 12.1 1 il nous suffit de montrer les trois assertions suivantes. 
1. Chaque ei-champ Vi_ m est (n + 1, H)-geometrique. 
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2. Chaque morphisme Vi :in — > F est (n + 1, H)-representable et lisse. 

3. Pour tout corps algebriquement clos L, le morphisme induit 

U : Vi,m(L) — > F(L) 

i,m 

est surjectif sur les composantes connexes. 

Montrer les proprietes (1) — (3) ci-dessus impliquera que F est (n + 1, Zi)-geometrique: un (n + 1, H)-atlas pour 
V induisant un [n + 1, ^i)-atlas pour F . 



(1) II suffit de montrer que les ef-champs QSect s * r m sont (n + 1, H)-geometriques, car les V i}jn sont des ouverts 

F est (n, H)-geometrique. Par 



des QSect s * r m . On sait, d'apres la proposition 12. 101 que la projection QSect s * r m 
construction, il existe un diagramme commutatif de ei-champs derives 



QSect 



■Pi ,m 



QSect 



■Pi,m 



■ F, 



ou QSect 8 
p 

Fint r — > 



Fin 3 



QSect s ^ r m est un morphisme plat et fini (il s'agit de l'image reciproque de l'objet universel 
. Comme QSect s ^ r m et Ui sont (n, Zi)-representables au-dessus de F, il s'en suit que le morphisme 



u est aussi (n, Zi)-representable. Ceci implique que QSect s r ' est un ei-champ derive (n, Zi)-geometrique. Soit Yj 
des afhncs ct 



QSect 3 



un (n, /i)-atlas, en supposant que n > 0. Le morphisme compose 



11^ 



QSect 



■Pi -™ 



est alors un (n,p/)-atlas, ce qui par l'hypothese de recurrence implique que QSect s * r m est (n, Zi)-geometrique si 
n > 0. II faut ici prendre garde au cas n = 0, qui doit se traiter de maniere independante. Dans ce cas on considere 
le diagramme homotopiquement cartesien suivant 



QSect 



■pi jn 



Fini 



■ QSect 



•Pi,m 



Fint 



ou / est la famille universelle des morphismes plats finis de rang m. On a vu que QSect s r etait affine, ainsi 



le ei-champ derive QSect s J r m est localement, pour la topologie plate sur fin f r , affine. On sait, d'apres [HAGII1 
Prop. 1.3.2.8] que cela implique que QSect s * r m est affine. 
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(2) Les morphismes Vi >m — > F sont (n + 1, Zi)-representables, d'apres (1) et car la diagonale de F est (n,li)- 
representable (et done (n + 1, H)-representable). Par changement de bases sur F on se ramene a montrer le lemme 
suivant. 

Lemme 2.14 Soit f : F — > X un morphisme (n + l,li)-representable plat et presque de presentation finie avec 
X affine. Le morphisme naturel 

QSectf' ql — > X 
— f,m 

est lisse. 

Preuve du lemme: Nous utiliserons le critere [HAGII) Cor. 2.2.5.3]. On considere la factorisation naturelle 

QSect%f X x * FuC X, 

et les morphismes sur les tronques associes 

UQSedft? 1 ) t (X) x tg(Fin^) t (X). 

Pour voir que to(QSect 3 * r ' ql ) est localement de presentation finie sur to(X), il suffit de voir que to(Fin^ l r ) est un 
J j m 

schema affine (non-derive) de presentation finie sur Spec k, et que p est localement de presentation finie. Le schema 
tn( Fin ^ t r ) classifie les structures de fc-algebres commutatives sur k m , et est done de presentation finie. II reste a 
voir que p est un morphisme localement de presentation finie de et-champs non-derives. 

Pour cela, soit Y un schema affine et Y — > to(X) x tpf Fiw ") un morphisme correspondant a un morphisme 
Y — > to(X) et un morphisme Y' — > Y libre de rang m. Le produit fibre homotopique 

tpjQSectffi x?„,xw,,H n ;;» *o(*) 

est un ouvert du ei-champ (non-derive) Map. Y (Y',F x^ (x) ^0> des ^-morphismes de Y' vers F (correspondant 
au sous-champ des morphismes quasi-lisscs). Au cours de la preuve de la proposition 12.81 nous avoirs vu qu'un 
(n, Zz)-atlas de Map , Y (Y' , F x t g (x) ^0 etait donne par Map^ y (Y 1 , to[U)), oil U est un (n, Zz)-atlas de F. Ainsi, 
la locale presentabilite du morphisme p ci-dessus se deduit du fait que pour tout schema affine U Y, le schema 
affine des morphismes Map (Y', U) est localement de presentation finie sur Y. 

Nous venons done de voir que ta^QSect 3 * 1 ^ 1 ) — > to(X) est localement de presentation finie. II reste a montrer 
que les complexes cotangents du morphisme QSect s * r,ql — > X sont parfaits et d'amplitude contenue dans [0, oof. 
Pour cela, on utilise la factorisation 

QSect*** 1 X x h Fjn m X. 

Ainsi, pour tout B G sk — CAlg, Y := RSpecB, et tout morphisme v : Y — >• QSect s * r ^ , on dispose d'un triangle 
distingue de B-modules stables 

^Xx h Fm m /X,pv »■ ^ QSect st 2 ql /X,v ^QSectf™ 1 / X x h Fin m ,v ■ 

Supposons que le morphisme v corresponde a un diagramme commutatif 



Y *X, 
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avec Y' = MSpecB' plat et fini sur Y, et u quasi-lisse. 
Alors, on a 

^ QSect ^i' jX x fe Fm. n ,n — gg y (Y ' ,F x ^ y ) ,u ■ 

Tout comme pour la proposition 12.51 on voit qu'il existe un isomorphismc naturel 

^Map /Y (Y>,F^ x Y),u - W,u ®b (B') v G Ho(Sp(sB - Mod)). 

On a de meme, 

X h Fin% r /X.pv — ^Fin m ,w £ Ho(Sp(sB — M od)) , 

oiiw:y — > Fin m est le morphismc induit, correspondant au morphisme fini et plat Y' — > Y . Ainsi, d'apres la 
proposition 12.51 Lgg ccf atr, i j X v est la fibre homotopique, dans Ho(Sp(sB — Mod)), du morphisme naturel 



Lf> (BY — > L b7 b (B') V , 

(induit par le morphisme Lf jU — >• 1>b'/b induit par u). Comme u est quasi-lisse cette fibre homotopique est 
parfaite et d'amplitude contenue dans [0, oo[, en tant que B'-module. Mais comme B' est projective et de rang fini 
sur B le B-module L,Qg ect str, q i / x ,v es ^ aussi parfait et d'amplitude contenue dans [0, oo[. □ 

(3) Soit x : SpecL — > F un point geometrique de F, et notons 

U Qi : XT Gi — > Spec L 

i i 

le changement de base du (n + l,pZ)-atlas {Ui} le long de x. Remarquons que chaque Gi est plat sur SpecL, et 
done est un et-champ non-derive (i.e. equivalent a son tronque). II nous suffit de montrer que QSec s * r '^ (L) est 

non-vide pour un i et un m. Pour cela, soit V% un affine non-vide et Vi — > Gi un morphisme lisse (pour un i 
fixe quelconque). Comme V% est plat sur SpecL, il s'agit d'un schema affine non-derive Soit alors y G Vi un point 
Cohen-MacCauley de Vi, et {fx,..., fr) une suite reguliere maximale en y. La L-algebre R :— Ov it y/{fx, ■ ■ ■ , fr) est 
finie sur L, de dimension un entier m, et part definition le morphisme naturel SpecR — > Vi est l.c.i. Ces donnees 
fournissent une quasi-section quasi-lisse du morphisme Vi — 5- SpecL. Comme le morphisme Vi — > Gi est lisse, 
l'image de cette quasi-section dans Gi fournit un element dans TTo{QSec s ^ tr ^ 1 (L)), montrant ainsi que QSec s * r ^ (L) 
n'est pas vide. 

Nous venons de voir que les assertions (1) — (3) etaient satisfaites, ce qui finit de demontrer le theoreme l2.ll 



3 Application a la comparaison entre cohomologies etales et plates 

Pour un /pp/-champ derive, nous savons maintenant qu'etre (n,pZ)-geometrique et (n, ii)-geometrique sont deux 
conditions equivalentes. Nous dirons alors simplement etre n- geometrique. Nous dirons aussi etre geometrique pour 
signifier etre n- geometrique pour un entier n. 

Rappelons que pour une categorie de modeles M (ou plus generalement pour une sous-categorie pleine d'une 
categorie de modeles, stable par equivalence) on dispose d'une notion d'objet en groupoides de Segal A* dans M 
(voir HAGI, Dcf. 4.9.1]). Nous dirons qu'un objet en groupoides de Segal A„ est un objet en groupes dans M 
si l'objet Ao € M est equivalent a l'objet final *. Nous appelerons alors r-champ derive en groupes un objet en 
groupes A* dans la categorie de modeles dAff^' T , tel que chaque X n soit un r-champ. Nous abuserons souvent 
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du fait de designer l'objet X* par son objet sous-jacent G := X\ G dAf f^ :T . Pour un r-champ derive en groupes 
G on dispose de son r-champ derive classifiant 

K T (G, 1) := Hocolim^ e ^o P X n £ dSt T (k), 

(voir [HAGIl Def. 4.9.1]). 

Par definition, un r-champ derive en m-groupes est un objet en groupes dans la categorie de (pseudo, voir 
HAGI, Def. 4.1.1]) modeles des r-champs derives en (to — l)-groupes. Pour un tel objet G, son r-champ derive 
classifiant K T (G, 1) possede une structure induite de r-champ derive en (m — l)-groupes. Par iteration on obtient 
ainsi un r-champ classifiant K T (G,m). 

Definition 3.1 Soit X un r-champ derive et G un r-champ derive en m-groupes. La cohomologie de X d coeffi- 
cients dans G est definie par 

H™- i (X,G):=Tr i (Map(X,K T (G,m))). 

Tout d'abord, K T (G, m) ne possedant aucune structure de groupe induite les H-j.(X, G) sont des groupes abeliens 
pour j < to — 2, H" l ^ 1 (X,G) est un groupe, et H™(X,G) est un ensemble pointe. On remarque que H((X,G) 
n'est definie que pour j < to, mais peut etre non-nul pour j < (mais ce qui n'arrive que lorsque X n'est pas 
un champ tronque). Enfin, lorsque G est un fc-schema en groupes (resp. en groupes abeliens) et X un /c-schcma, 
les H\ (X, G) coincident avec la cohomologie de I a coefficients dans G pour la topologie r au sens usuel de la 
cohomologie des schemas. 

Une consequence du theoreme l2.1l est le corollaire suivant. II affirme en particulier que la cohomologie fppf et 
etale, a coefficients dans un schema en groupes plats de presentation fini, ne different essentiellement qu'en degre 
1. 

Corollaire 3.2 Soit G un fppf -champ derive en m-groupes. 

1. Si G est n- geometrique, plat et localement de presentation presque finie sur Speck, alors K f pp f(G,m) est 
(n + m)- geometrique plat et de presentation preque finie sur Speck. Si to > 7 alors Kf pp f(G,m) est lisse 
sur Speck. 

2. Si G est geometrique et plat de presentation presque finie sur Speck, alors le morphisme G — > Speck est 
quasi-lisse. 

3. Si G est geometrique et lisse sur Speck, alors pour tout k-schema X, le morphisme naturel 

H lt( x i G ) — ► H fp P f( X ' G ) 

est bijectif pour tout i < to . 

4- Supposons que G soit un k-schemas en groupes abeliens (ou plus generalement un k-espace algebrique en 
groupes abeliens), plat et localement de presentation sur Speck. Alors, pour tout k-schema X il existe une 
suite exacte longue fonctorielle en X et en G 

H^ 2 (X,H) ppf {-, G)) Hi t (X, G) H} ppf (X, G) ^ H£\X, H) ppf (- G)) H$\X, G), 

ou H_j, pp j:(—, G) est le faisceau, pour la topologie etale, associe au prefaisceau U i— > Hj pp j:(U,G). 

5. Supposons que G soit un k-schemas en groupes abeliens (ou plus generalement un k-espace algebrique en 
groupes abeliens), plat et localement de presentation sur Speck. Alors, pour tout k-schema X et toute classe 
a e H\ pp f(X,G), avec i > 1, il existe un recouvrement etale u : X' — >• X tel que u*(a) = 0. En particulier, 
si X est henselien strict alors HI AX, G) = pour tout i > 1. 
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Preuve: (1) Le fppf-ch&mp derive Kf pp f(G, m) est, par des applications successives de [HAGII1 Prop. 1.3.4.2], 
(to + n,p?)-geometrique, et done (n + TO.)-geometrique. Pour tout to > le point global naturel Speck — > 
Kf pp f(G,m) est plat et localement de presentation presque finie. Ainsi, K f pp f(G,m) est localement pour la 
topologie fppf lisse sur Speck, ce qui d'apres la proposition 11.21 implique qu'il est lisse sur Speck. 

(2) D'apres le point precedent Kf pp f(G, 1) est lisse. Le ei-champ derive G, qui s'ecrit aussi * x^. ^ G ^ *, est 
done un produit fibre de et-champs derives lisses. II est done quasi-lisse. 

(3) Le ei-champ derive K et (G,m) est, par une utilisation repetee de [HAGII1 Prop. 1.3.4.2], (n + m,li)- 
geometrique. Le lemme [2~!2l (1) implique que pour ei-champ X (et done, en particulier, pour tout fc-schema X), le 
morphisme naturel 

Hl t (X, G) = [X, K et (G, i)] — > [X, K fppf (G, »)] = H}„ f (X, G) 
est bijectif, pour tout i < m. 

(4) On considere Kf pp f(G, 1). D'apres le point (1) e'est un champ derive geometrique en m-groupes (pour tout 
to car G est abelien), lisse sur Speck. Soit to un entier assez grand. Le et-champ derive K et (K f pp f(G, 1),to — 1) 
est done geometrique, et se trouve done etre un fppf -champ (voir le lemme 12.21) . On a done 

K fppf (G,m) ~ K f pp f (K f pp f (G, l),m- 1) ~ K et (K fppf (G, l),m - 1). 

Ainsi, les faisceaux d'homotopie, pour la topologie etale, du ei-champ tronque to(K f pp f(G,m)) sont donnes par 

n m {to{Kfppf(G,m))) ~ G Tr m ^x(t (Kf Pp f(G,m))) ~ Hj ppf (-, G) TT m ^ 1 (t (K fpp f(G,m))) = pour i < m-1. 

II existe done une suite exacte de fibration de ei-champs non-derives 

t (K et {G,m)) ^t (Kfppf(G,m)) ^t (K et (H} ppf (-,G),m-l)). 

Pour tout fc-schema, cette suite excate de fibration induit une suite exacte de fibration d'ensembles simpliciaux 

Map(X, K et (G, to)) — > Map(X, K fppf (G, to)) — »• Map(X, K et (H) ppf (-, G), to - 1)), 

obtenue en remarquant que comme X est tronque, on a Map(X, F) ~ Map(X,to(F)) pour tout et-champ derive 
F. La suite exacte longue en homotopie, associee a cette suite exacte de fibration, est la suite exacte cherchee. 

(5) Se deduit, par exemple, du point (4) (ou encore de la derniere partie du point (1)). □ 

Remarque 3.3 1. Comme nous l'avons vu au cours de la preuve, le point (3) du corollaire precedent est vrai 
pour tout ei-champ derive X. Cela est egalement le cas du point (5). De meme, le point (4) est vrai pour 
tout ei-champ tronque X . 

2. Le point (4) peut aussi s'exprimer sous la forme R 4 /*(G) = 0, pour tout i > 1, et tout schema en groupes 
abeliens plats localement de presentation finie G, et ou / : Aff^'^ pp ^ — > Af f^' et est le morphisme 
geometrique de passage de la topologie fppf a la topologie etale. 

Pour terminer, signalons aussi le corollaire suivant. 

Corollaire 3.4 Soit A un anneau local henselien de corps residuel k. Supposons que A soit un anneau excellent. 
Soit G un espace algebrique en groupes abeliens, plat et localement de presentation finie sur Spec A, de fibre speciale 
Go := G <8)a k. Alors, le morphisme de restriction 

Hj^fiSpecAG) — > H}^ (Speck, G ) 

est surjectif pour i = 1, et un isomorphisme pour tout i > 1. Si le groupe G est de plus lisse sur Spec A, alors ce 
morphisme est aussi un isomorphisme pour i = 1 et surjectif pour i = 0. 
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Preuve: On travaille dans St(A), la categorie des champs (disons fppf) sur Spec A. Commengons par montrer 
que les morphismes en question sont surjectifs. Pour cela, on considere le i-champ K f pp f(G,i), pour un i > 1. On 
sait, d'apres le corollaire precedent que c'est un champ geometrique et lisse sur Spec A. Ainsi, pour montrer que 
le morphisme induit 

H (Spec A, G) ~ [SpecA,Kf P pf(G,i)} — > [Speck, K fpp f(G,i)] ~ H ') wf (Speck, G) 
est surjectif il sufht de montrer le lemme plus general suivant. 

Lemme 3.5 Soit F un (i-)champ geometrique et lisse sur Spec A. Alors le morphisme naturel 

F(A) — > F(k) 

induit une application surjective sur les ensembles de composantes connexes. 

Preuve du lemme: Soit A le complete de A le long de A — > k, et hxons x G F(k) un fc-point. Comme le champ 
F est geometrique le morphisme naturel 

F(A) — ► Holim k (F(A k )) 

est une equivalence (on note A k — A/m k , ou m est l'ideal maximal de A). On commence par remarquer, par 
recurrence sur k, que le morphisme 

F(A k ) — > F(Ak-i) 

est surjectif sur les composantes connexes. En effet, l'obstruction au fait que la fibre homotopique d'un element 
x e F(Ak-i) soit non-vide vit dans le groupe 

Ext\ k l (L, m k - 1 /m k ), 

ou L est le complexe cotangent du morphisme F — > Spec A pris au point x : Spec A k ~\ — > F. Or, comme ce 
morphisme est lisse, L est d'amplitude positive, et done Ext\ (L, m k ~ 1 /m k ) — (voir par exemple [HAGII1 
1.4.2, 2.2.5]). Ceci montre que toutes les fibres homotopiques de 

F(A k ) ^F(A k _ 1 ) 

sont non vides, et done que ce morphisme est surjectif sur les composantes connexes. En passant a la limite sur k, 
on trouve done que 

F(A) — > F(k) 

est aussi surjectif sur les composantes connexes. 

Soit maintenant x £ F(k), et choisissons x G F(A) un releve. Comme A est excellent, le morphisme A — > A est 
regulier, et il s'ecrit done comme une colimite filtrante de morphismes lisses A — > B a . Comme A est henselien, il 
existe, pour tout a, une retraction r a : B a — > A, au-dessus de k. De plus, comme F est localement de presentation 
finie sur Spec A, il existe un a assez grand tel que x se factorise par un point x a G F(B a ) au-dessus de x. En 
composant avec la retraction r a on trouve x' £ F(A), qui est un relevement de x. Ceci termine la preuve du lemme. 
□ 

Le lemme implique done que 

H} pp f(SpecA,G) — ► H} ppf (Speck, G ) 

est surjectif pour i > 0. Supposons maintenant que i > 1. Soit Hf pp f(SpecA, G) avec une meme image dans 

Hff (Speck, Go)- On represente x et y par deux morphismes 

x,y : Spec A — > K fppf (G,i), 
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et on considere alors le champ sur Spec A des equivalences entre x et y 

Eq{x,y) := Spec A X% fppf{Gii) Spec A. 

Le champ Eq(x,y) est un champ geometrique sur Spec A. II est de plus localement equivalent, pour la topologie 
fppf, a Kf pp f(G, i— 1). Comme i > 1, le champ Kf pp f(G, est lisse, ce qui montre que Eq{x, y) est un champ 
geometrique et lisse sur Spec A. De plus, par hypothese Eq(x,y)(k) est non vide, et le lemme [3751 implique alors 
que Eq(x,y)(A) est aussi non vide. En d'autres termes les deux morphismes 

x,y : Spec A — > K fppf (G,i) 

sont egaux dans la categorie homotopique dcs champs, et done x — y dans H\ J Spec A, G). 

Pour terminer, le meme argument que precedemment montre que Hj pp j:(SpecA,G) — > Hj pp j(Speck,Go) est 
injectif lorsque G est lisse (car on peut l'appliquer au cas i — □ 
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